
Розділ 11 
Рівняння з параметрами 

Чи ненайбільше труднощів виникає при розв'язуванні рівнянь з 
параметрами. Це обумовлено багатьма причинами, серед них: а) недостатньо 
широке і повне трактування поняття параметра; б) відсутність чіткого 
означення параметра; в) дуже слабка методика розв'язування рівнянь з 
параметрами. 

Поняття параметра виникло в техніці, де воно характеризує певну 
істотну властивість параметра (наприклад, параметри електричних ламп), 
площу, явища, тощо. Потім воно "перекочувало" в інші науки, в тому числі, і 
в математику, де воно трактується, як інша змінна в рівнянні відмінна від 

тієї, значення якої потрібно знайти. В рівнянні ,8
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величина, що характеризує, встановлює допустимі значення. 
Розв'язати рівняння з параметрами - це означає знайти всі розв'язки 

цього рівняння для певних допустимих значень параметрів. 
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Розв'язання: 
Помножимо обидві частини рівняння на вираз:   :23  axax  
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    .02233  axax  
Виражаємо аргумент x  через параметр :a  

;04239  axax  ;3429 aaxx     ;3429 aax    
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Легко встановити, при яких значеннях параметра а останнє і, природньо дане 
рівняння коренів не мають - прирівняти знаменник 92 a  до нуля, тобто 

,092 a  ,92 a  .5,4a  
Отже, при 5,4a  .x  
 На наступному етапі розв'язування встановлюємо, при яких значеннях 
параметра а рівняння має корені. Це відбувається при ,5,4a  тоді 92 a  і 

рівняння має один корінь .
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знаходиться багатозначний параметр а, то необхідно визначити ті значення 

цього параметра, при яких 
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значення а, які не перетворюють знаменників вихідного рівняння в нуль, 
тобто, при яких 02 ax  і .03  ax  
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Відповідь: при ;   6;6;5,4  xaaa  при 6;6;5,4  aaa  .
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Розв'язання: 
В цьому рівнянні х - аргумент, а і b - параметри. 
При умові, що 0a  і 0b  помножимо обидві частини рівняння на вираз: 
    :babxax   
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            ;abxaxbbxaxbaaxbabx   
;22222222 babaabxaxabaxbxbbxbaxababxab   

Згрупуємо члени рівняння так, щоб можна було з однієї групи за дужки 
винести ,2x  з другої - х і третя група була б без аргументу, тобто утворити 
квадратне рівняння: 
    ;022222222  baabbaabxaxbxabxabxabxabaxbx  
       ;1024222  baabxabbaxba  

      024222  baabxabbaxba . (А) 
Щоб квадратне рівняння існувало, необхідно, щоб його старший коефіцієнт 
був відмінним від нуля, тобто 0 ba :  
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axax  ;02 x   0x корінь рівняння. 

2). Нехай 0 ba , тобто ,ab   тоді рівняння (А) - квадратне: 
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Відповідь: Якщо , ,0 , abbba   то ;
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Якщо ,ab   то ;0x  Якщо 0a  або ,0b  то .x  
Покажемо застосування рівнянь з параметрами до розв’язування, наприклад, 
геометричних задач: Сума гіпотенузи і одного з катетів дорівнює m , а сума 
гіпотенузи та іншого катета дорівнює n . 
Знайти гіпотенузу. 

Розв’язання: 
Нехай х – гіпотенуза трикутника, тоді . , nxbmxa   Звідси 

. , xnbxma   
За теоремою Піфагора маємо: 

;222 bax       ;222 xnxmx   
Оскільки 0 ,0 ,0  xba  як довжини відрізків, то 
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Розв’язуємо утворене рівняння: 
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Так як ,08 mn  то рівняння має два корені: 
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Розв’язання: 
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрата, дістанемо: 

    ;22 baxbxbxaxax   
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Після піднесення до квадрата маємо: 
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Необхідно з’ясувати при яких а і b 1x  і 2x  будуть коренями даного рівняння. 
Підставимо а  і b  в рівняння: 

;2 baabaaa   .0 baba   Ліва і права частини 
рівняння мають зміст при ,0 ba   ,1:  ba  .ba   Отже, при ba   

 ax корінь рівняння. 
 bxbaabababbabbbab   ,  ,0  , ,2 корінь рівняння. 

Відповідь: при ;  , ахba   при .  , bхba   
.2caa xx    

Розв’язання: 
.1 ,0  aa       , ;11 ;0 a  .Rc  

Це рівняння показникові, х аргумент, а  і с – параметри. 
,2 2acaa xx      ,21 22

aca x     .012
2

 xx aca  Утворилось квадратне 

рівняння відносно .xa  Позначимо .ta x   
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Рівняння має корені: 
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Враховуючи підстановку, маємо сукупність рівнянь: 
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 З’ясуємо, при яких значеннях параметра С сукупність, а 

також вихідне рівняння мають розв’язки. 
При 1c  сукупність розв’язків не має. 
При 1с  сукупність має два розв’язки: 
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Розв’язання: 
   . ;11 ;0 a  Зведемо всі логарифми рівняння до основи а: 
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Тоді вихідне рівняння матиме вигляд: 
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Відповідь: при     .3  , ;11 ;0 аха   
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Розв’язання: 
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Відповідь: при 0     ,12  kx  при 0     .  ,12 Zkkx     

.0
2

cossin 
x

bxa  

 



Розв’язання: 

;0
2

cos
2

cos
2

sin2 
x

b
xx

a  ;0
2

sin2
2

cos 





  b

x
a

x  














0
2

sin2

,0
2

cos

b
x

a

x

 
 













a

bx

n
x

n

2
arcsin1

2

,
22



  










.2
2

arcsin12

,2

n
a

b
x

nx

n 


 

Якщо ,1
2


a

b  тобто ,2 ab   то   .2
2

arcsin21 n
a

b
x n   

Якщо ,0
2


a

b  то .x  

Відповідь: якщо 0a  і ,2ab   то  12  nx  і   .2
2

arcsin21 n
a

b
x n   

Вступникам до вузів нерідко пропонуються рівняння з параметрами, які 
важко розв’язати вищезгаданим способом. Тут на допомогу може прийти 
такий спосіб: параметр вважати аргументом, а змінну вважати коефіцієнтом. 

Наприклад:  
.

4

32

2

1

2

1
32 xx

n

xxnxn 








 

Розв’язання: 
Параметр n  вважається змінною, а змінну х коефіцієнтом. Дане рівняння 
перепишемо так: 

 
 
  ;

2

1

4

32

2

1
22 xxxx

n

xn 








  
 

   ;
2

1

22

32

2

1
2xxxxx

n

xn 








 

ОДЗ: .2  ,2  ,0  xxx  
   

   ;
2

1

22

322
2xxxxnx

nnxx





  Скористаємось основною властивістю пропорції: 

        ;2223222 22  xxnxxxnnxxxx  
        ;2322222 22 xxnnxxnxxxxx   
        ;232422 2 xnnxxnxxxxx   

      ;23242 222  xnnxxnxxx  
    ;26242 2322  xnxxnnxnxxx  
  ;1264242 2222322 nxnxxnxnnxnxxx   
  ;416262 2222322 xnnxxnnxnxxx   
  ;241662 2222322 xnxnnxnxnxxx   
    ;166242 2322222 nxnxnxxnxnxx   
      ;166222 232222 nxxxnxxxx   

      .0216622 222322  xxnxxxnxx  
Утворилось квадратне рівняння відносно n. 

     
  



44816192321225636

2224166
243345246

222223

xxxxxxxxxx

xxxxxxxD  

 .2562563664725625636287

32328646416256192124
234223456

45634523546





xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxx
 



   
 

   ;0
22

32

2

1

2

1









 xxx

n

xxxn
 

     
   ;0

22

3222





xxnx

nnxnxx  

  






022

,06222 22

xxnx

nnnnxxx
   ;0242 22  xxnxn  

  .0422 22  nnxnx  
      ;234129168444242 222222  nnnnnnnnnnD  

 
;2

2

4

2

232

2

232
1 n

nnnnn
x 








  

.2
2

42

2

232
2 





 n

nnn
x  

Відповідь: 

. ,0

;2 ;2 ,1 ,022 ,02

;2 ;2 ,1 ,022 ,02

;2 ;2 ,0 ,02 ,0

21

21

21







xn

nxnxnnx

nxnxnnx

nxnxnnx

 

Немало рівнянь з параметрами пропонується вступникам до ВУЗів, які дуже 
важко розв’язати традиційним способом. Роботу значно полегшує прийом, 
який полягає в тому, що параметр вважають невідомою змінною, а невідоме 
– коефіцієнтом. Цей прийом особливо раціональний тоді, коли степінь 
рівняння вищий двох. 

.02 224  mmxmxx   
Розв’язання: 

Це рівняння четвертого степеня. Застосуємо даний прийом:  
;02 224  mxmmxx  

  ;012 224  mxmxx  
Перепишемо це рівняння як квадратне відносно т: 

  ;012 422  xxmxm  

      ;12144441441412 22424422  xxxxxxxxxxD  

;
2

22

2

1212

2

)12(12 2
222

1 xx
xxxxxx

m 








  

.12
2  xxm  Розглянемо таку сукупність рівнянь: 





















01

,0
  

1

,
2

2

2

2

mxx

mxx

mxx

mxx
 

.34441

,41




mmD

mD
 

;
4

1
  ,14  ,041  ;

2

411
1 


 mmm

m
x  

;
2

411
2

m
x


  при ;

4

1
m  

;
2

341
3




m
x  при ;

4

3
 ,34 ,034  mmm  

;
2

341
4




m
x  при .

4

3
m  



Відповідь: при ;   
4

1
 ; 






  xm  при ;

2

1
  ,

4

1
 xm  при 

;
2

341
  ;

2

411
    ;

4

3 










 

a
x

a
xa  при ;

2

1
  ,

4

3
 xm  

при .
2

411
   

4

3
 ;

4

1 m
xm









  

В деяких рівняннях доцільно самим вводити параметр, щоб полегшити 
процес розв'язування: 
      .0134131

22  xx  
Розв'язання: 

Перетворимо вираз в третіх дужках: 
 .134134  xx  Тоді рівняння буде мати вигляд: 

       .0134131
22  xx  

Введемо параметр .13 t  

    ;041
22  txtx  Це рівняння четвертого степеня відносно змінної .х  

Його доцільно розв'язувати попереднім способом: t  розглядати як змінну, а x  
як коефіцієнт. 
    ;014

22  xtxt  

  )1(014
222  xttx  

  ;014
222  xxtt   

        ;141444164484161144
222424242222  xxxxxxxxxxD

     ;12
2

124

2

144 2
222

1 





 xx
xxxx

t  

 .12 2
2  xxt  

Розглянемо сукупність рівнянь: 











txx

txx

12

,12
2

2

 
 











012

,1012
2

2

txx

txx
 










.012

,012
2

2

txx

txx
 

Враховуючи, що ,13 t  маємо нову сукупність рівнянь: 











.01312

,01312
2

2

xx

xx
 










.032

,0232
2

2

xx

xx
 

    .  ,043483442342 2  xD  
    ,0314344344 D  

 
;311

2

3122

2

3142
1 





x  

.3112 x  

Відповідь: ;311   .311   
 

 



Завдання для самостійної роботи: 

.0 xb  Відповідь: при .0  ,0  xb  
.cxc   Відповідь: при ;  ,0 Rxc   при .1  ,0  xc  

.2 axx  Відповідь: при ;  ,1  xa  при .
1

2
  ,1




a
xa  

  .321 22  aaxa  Відповідь: при ;  ,1 Rxa   при ;  ,1  xa  при 

.
1

32
  ,1





a

a
xa  

.3 xax  Відповідь: при ;
1

3
  ,1




a
xa  при .  ,1  xa  

.134  xax  Відповідь: при ;
3

3
  ,3

a
xa


  при .  ,3  xa  

.
2

3

5

10




 mxmx
 Відповідь: при 5,1m  і 10m  ;x  при 5,1m  і 10m  

.
1510

320





m

m
x   

.
5

3

3

4





mx

mx  Відповідь: при 8,1m  і 18m  ;
95

32





m

mx
x  при 8,1m  і 18m  

.x  

.0
4

22












ba

ab

ax

bx

bx

ax  Відповідь: при ,0  ,0  ,  baba  то ;
2

22

a

ba
x


  

.
2

22

b

ba
x


  

Якщо ,0  ,0  ba  то ;2ax   
Якщо ,0  ab  то ;0x  
Якщо ,0b  або ,0a  то .x  
 

 
.

4

32

2

1

2

1
32 xx

n

xxnxn 








  

Відповідь: при .  ,0  xn  
при ;2 ;2  ,0 21  nxnxn  
при ;2 ;2  ,1 21  nxnxn  
при .2 ;2  ,1 21  nxnxn  
 

.01a2 223  axaxx    
Відповідь:  
при   ;  1 ;3  xa   

при 3a  і 1a  ;
2

1 a
x


   

при      ;13 ;a  .321 2  aaax  
 



  .1

11





xa

a

a
a   

Відповідь:  

при 1a  і 0a  ;
1

2





a

a
x   

при 1a     ; ;11 ; x  
при 1a  і 0a .x  
 
   .13

712



x

aa

xa   

Відповідь: при 2a  і 0a  ;
2

37

a

a
x




  при 0a  і 2a  .x  

 

  .
2

52

2

3

xaxa

a





   

Відповідь: при 3a  і 2a  і 5,0a   ;
3

12





a

a
x  при ,3a  ,2a  .  5,0  xa  

 

.
1

1

c

a

x

x



  Відповідь: при 0 ca  і 0c  ;

ca

ca
x




  при ,ca   0c  .x  

 

.
9

1

4

5

axax 



 Відповідь: 

a

a
x





45

45  при 45a  і ;6a  при 5,4a  і 6a  .x  
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1
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1

1

1





 xx
  

Відповідь: ,11  bx  
1

2
2 


b

b
x  при ,1b  ,0b  ;1b  x  при .0b  
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xxnxn 
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
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Відповідь: 
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;2 ;2 ,1 ,022 ,02

;2 ;2 ,1 ,022 ,02

;2 ;2 ,0 ,02 ,0
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




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nxnxnnx

nxnxnnx

nxnxnnx

 

 
 
 
 
 
 


