Розділ 17
Доведення тригонометричних нерівностей

При розв'язуванні вправ на доведення тригонометричних нерівностей необхідно здійснити такі перетворення, внаслідок яких приходимо до нерівності вигляду 
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Доведення:
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В першій чверті одиничного кола виберемо точку 
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Оскільки коло - дотичне, то 
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Її можна розглядати, як площу сектора в 
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З рисунка видно, що 
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Підставивши в подвійну нерівність значення площ, дістанемо нерівність:


[image: image24.wmf]).

(

 

sin

,

2

  

2

1

2

sin

2

1

A

tgt

t

t

tgt

t

t

<

<

×

<

<


Так як функція Синус в першій координатній чверті додатний, то поділивши останню нерівність на 
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Довести, що 
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Доведення:

За формулами зведення 
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Використаємо нерівність А:
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 Піднесемо обидві частини до квадрата:
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 Що й треба було довести.

Довести, що при 
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З нерівності 
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Оскільки 
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Замінимо 
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Довести нерівність 
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Функція 
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Довести, що нерівність 
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Очевидно, що 
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Розділимо чисельник і знаменник дробу на 
[image: image71.wmf]:

cos

3

x



[image: image72.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

)

(

  

1

2

1

1

2

1

1

1

2

1

1

1

1

cos

1

cos

sin

cos

cos

cos

1

cos

sin

cos

cos

sin

cos

cos

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

A

tgx

tgx

x

tg

tgx

tgx

x

tg

tgx

tgx

x

tg

tgx

tgx

x

tg

tgx

tgx

tgx

x

tg

x

tg

tgx

x

tg

x

x

x

x

x

x

tg

x

x

x

x

x

x

x

x

-

+

-

=

-

+

-

-

=

=

-

+

-

=

-

×

+

=

-

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

-

×


Так як 
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Значення виразу А - додатне.

Отже, 
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 Нерівність доведена.

Довести нерівність 
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 При яких значеннях х досягається нерівність?

Розв'язання

За основною тригонометричною тотожністю 
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Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату:
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Отже, 
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Знак рівності досягається при 
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Довести нерівність 
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При яких значеннях х та у досягається рівність?
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Оскільки обидва доданки невід'ємні, то й їхня сума - невід'ємна. Нерівність доведена.

Рівність досягається тоді, коли
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Розв'язуючи друге рівняння системи, дістанемо 
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Відповідь: 
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Довести, що 
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Розглянемо функцію 
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Це квадратична функція відносно 
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Отже, найменше значення функції на 
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Довести, що 
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 Додамо почленно ці нерівності: 
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Що й треба було довести.
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