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Тригонометричні рівняння

Найпростішими тригонометричними рівняннями називаються рівняння типу:

[image: image798.png]


  
[image: image2.wmf],

a

Cosx

=

  
[image: image3.wmf],

a

tgx

=

  
[image: image4.wmf].

a

ctgx

=

 

Рівняння 
[image: image5.wmf]a

Sinx

=

 має розв'язки при 
[image: image6.wmf].

1

£

a


Формула коренів його 
[image: image7.wmf](

)

,

arcsin

1

n

a

x

n

p

+

-

=

  
[image: image8.wmf].

Z

n

Î


Окремі випадки:  1). 
[image: image9.wmf].

  

,

2

2

x

  

,

1

Z

k

k

Sinx

Î

+

=

=

p

p





2). 
[image: image10.wmf].

  

,

2

2

x

  

,

1

Z

k

k

Sinx

Î

+

-

=

-

=

p

p





3). 
[image: image11.wmf].

  

,

x

  

,

0

Z

k

k

Sinx

Î

=

=

p


Рівняння 
[image: image12.wmf]a

Cosx

=

 має розв'язки при 
[image: image13.wmf],

1

£

a

 які визначаються за формулою 
[image: image14.wmf],

2

arccos

p

k

a

x

+

±

=

 де 
[image: image15.wmf].

Z

k

Î


Окремі випадки:  1). 
[image: image16.wmf].

  

,

2

x

  

,

1

Z

k

k

Cosx

Î

=

=

p





2). 
[image: image17.wmf].

  

,

2

x

  

,

1

Z

k

k

Cosx

Î

+

=

-

=

p

p





3). 
[image: image18.wmf].

  

,

2

x

  

,

0

Z

k

k

Cosx

Î

+

=

=

p

p


Рівняння 
[image: image19.wmf]a

tg

=

 має розв'язки при всіх 
[image: image20.wmf],

R

a

Î

  
[image: image21.wmf],

n

arctga

x

p

+

=

  
[image: image22.wmf].

Z

Î

p


Розв'язування будь-якого тригонометричного рівняння шляхом перетворень зводиться до найпростішого, яке розв’язується за загальною формулою, або формулою окремого випадку.

Покажемо це на прикладах.
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Понизимо степінь лівої частини рівняння:
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Остання нерівність рівносильна такій подвійній нерівності:
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Рівняння які зводяться до квадратних
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Розв’язання:

Використаємо універсальну підстановку, що дасть змогу звести дане рівняння до квадратного.
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Відповідь: 
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Рівняння, однорідні відносно 
[image: image179.wmf]Sinx

  і  
[image: image180.wmf]Cosx



[image: image181.wmf].

0

5

cos

7

5

sin

5

5

sin

2

=

-

+

x

x

x


Розв’язання:
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Рівняння вигляду 
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Розв’язання:
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Відповідь: 
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Розв’язання:
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Відповідь: 
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Розв’язання:
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Задача. Один з кутів прямокутного трикутника задовольняє умову 
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Довести, що трикутник рівнобедрений.

Розв’язання:
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Оскільки один з гострих кутів прямокутного трикутника дорівнює 
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 Отже, трикутник рівнобедрений.
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Розв’язання:

Це однорідні рівняння 6-го степеня. Винесемо спільний множник за дужки:
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Розв’яжемо сукупність рівнянь:


[image: image237.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

=

+

×

-

×

-

Î

+

=

=

=

Î

=

=

.

0

cos

2

cos

sin

cos

sin

2

sin

.

  

,

2

  

,

0

cos

  

,

0

cos

.

  

,

  

,

0

sin

3

2

2

3

\

2

x

x

x

x

x

x

Z

k

k

x

x

x

Z

n

n

x

x

p

p

p


Третє рівняння сукупності – це однорідне рівняння третього степеня. Розділимо його ліву і праву частини на 
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Відповідь: 
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Розв’язання:
Це рівняння легко зводиться до однорідного рівняння третього степеня. Перетворимо його праву частину: 
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Тоді дане рівняння набуває вигляду: 
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Вільний член рівняння 1 має дільника 1;
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Розв’яжемо друге рівняння сукупності: 
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Розв’язання:
Розділимо обидві частини рівняння на 2:     
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Замінимо 
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Розв’язання:

В лівій частині рівняння винесемо за дужки 
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Відповідь: 
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Рівняння ліві частини яких виражені 
добутками тригонометричних функцій, 
а праві дорівнюють нулю
Чи не найбільші труднощі викликають конструювання відповідей цього типу тригонометричних рівнянь. Тут допомагає така вказівка:


1). Скористатись умовою рівності добутку нулю;


2). розв’язати сукупність утворених тригонометричних рівнянь;


3). із знайденої множини розв’язків відфільтрувати сторонні корені, тобто ті, при яких деякі із співмножників рівняння виражають зміст;

4). якщо деякі з рівнянь сукупності мають по два однакових корені, то у відповідь брати по одному з них.

Покажемо це на прикладах.
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Розв’язання:

Скориставшись умовами рівності добутку нулю, дістанемо таку сукупність рівнянь:
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Зобразимо розв'язки кожного рівняння сукупності відповідно кутами на одиничному колі.
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Розв’язання:
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Розв’язання:
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 Використовуючи основну властивість пропорції маємо: 
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Цікаву кінцівку має розв'язування такого рівняння:
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З рівності (2) маємо:
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Вираз для А підставляємо в рівність (3):
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Рівняння (1) набуває вигляду:
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Нехай 
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З властивостей модуля числа випливає, що 
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Розглянемо такий вираз:
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Таким чином, при 
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Рідкісне рівняння:
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Розв’язання:
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Перетворимо різницю тригонометричних функцій в добуток:
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Це рівняння еквівалентне сукупності двох рівнянь:

[image: image587.wmf]ê

ë

é

=

-

×

+

=

+

×

-

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

-

×

+

=

+

×

-

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

-

×

+

=

+

×

-

.

4

3

3

,

4

3

3

   

.

4

3

3

,

4

3

3

   

.

0

4

3

3

sin

,

0

4

3

3

sin

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

tgx

ctgx

tgx

ctgx



[image: image588.wmf](

)

(

)

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

=

+

-

=

-

ê

ê

ë

é

+

=

+

-

=

-

ê

ê

ë

é

=

-

+

=

+

-

.

3

1

4

,

3

1

4

   

.

3

:

1

4

3

3

,

3

:

1

4

3

3

   

.

:

4

1

3

3

,

:

4

1

3

3

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

k

tgx

ctgx

p

p

p

p

p

p



[image: image589.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

+

=

×

×

×

-

=

×

×

×

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

=

×

+

-

=

×

-

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

=

+

-

=

-

.

3

1

4

cos

sin

2

2

1

,

3

1

4

cos

sin

2

2

cos

2

   

.

3

1

4

cos

sin

sin

cos

,

3

1

4

cos

sin

sin

cos

   

.

3

1

4

cos

sin

sin

cos

,

3

1

4

cos

sin

sin

cos

2

2

2

2

k

x

x

k

x

x

x

k

x

x

x

x

k

x

x

x

x

k

x

x

x

x

k

x

x

x

x


 
[image: image590.wmf](

)

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

+

-

=

+

-

=

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

=

-

=

ê

ê

ê

ê

ë

é

×

+

=

×

-

=

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

=

-

=

×

,

1

4

6

arcsin

1

2

,

1

4

6

2

   

.

1

4

6

2

sin

,

1

4

6

2

   

.

2

1

4

3

2

2

sin

,

2

1

4

3

2

cos

2

2

sin

   

.

3

1

4

2

sin

2

,

3

1

4

2

sin

2

cos

2

k

k

x

k

k

arctg

x

k

x

k

x

tg

k

x

k

x

x

k

x

k

x

x

n

p

p



[image: image591.wmf](

)

ê

ê

ê

ê

ë

é

Î

+

+

-

×

=

Î

+

-

=

.

  

,

2

1

4

6

arcsin

1

2

1

,

  

,

2

1

4

6

2

1

Z

k

k

k

x

Z

n

k

k

arctg

x

n

p

p
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Знайти корені рівняння на 
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Розв’язання:
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Рівняння системи не мають спільних розв’язків.
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Розв’язання:
Понизимо степінь кожного з членів рівняння 
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Перетворимо суми косинусів в добутки:

[image: image619.wmf];

2

:

2

18

14

cos

2

18

14

cos

2

2

10

6

cos

2

10

6

cos

2

x

x

x

x

x

x

x

x

-

×

+

=

-

×

+



[image: image620.wmf](

)

(

)

,

2

cos

16

cos

2

cos

8

cos

x

x

x

x

-

×

=

-

×



[image: image621.wmf],

0

2

cos

8

cos

2

cos

16

cos

=

×

-

×

x

x

x

x



[image: image622.wmf](

)

,

0

8

cos

16

cos

2

cos

=

-

x

x

x

  
[image: image623.wmf],

0

2

8

16

sin

2

8

16

sin

2

2

cos

=

-

×

+

×

×

x

x

x

x

x

  
[image: image624.wmf],

0

12

sin

4

sin

2

cos

2

=

×

×

x

x

x



[image: image625.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

Î

=

+

=

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

=

+

=

ê

ê

ê

ë

é

=

=

=

.

12

180

   

,

4

180

,

2

180

2

90

   

12

,

4

,

2

2

   

0

12

sin

,

0

4

sin

,

0

2

cos

0

0

0

0

n

x

Z

n

n

x

n

x

n

x

n

x

n

x

x

x

x

p

p

p

p


За умовою  
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Оскільки 
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Найменший корінь даного рівняння на 
[image: image633.wmf](

)

0

0

90

 

;

0

  
[image: image634.wmf].

15

0

=

x


Відповідь: 
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Розв’язання:

Застосуємо формули зведення:
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Відповідь: 
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Звабливим є розв’язання такого рівняння:
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 В одній координатній площині побудуємо графік двох функцій 
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Такі рівняння мають немалу галузь практичного застосування, наприклад. Двома хордами, що виходять з однієї точки кола, розділити круг на три рівновеликі частини.  
Розв’язання:

Нехай АВ і АС – шукані хорди, а центральний кут 
[image: image653.wmf]x

AOB

=

 радіан. Тоді площа сектора 
[image: image654.wmf],

2

1

2

2

2

x

R

x

R

AmBO

=

=

p

p

 де 
[image: image655.wmf]-

R

радіус кола. Площа трикутника 
[image: image656.wmf],

sin

2

1

AOB

OB

AO

AOB

<

×

×

×

=

  
[image: image657.wmf],

sin

2

1

x

R

R

S

AOB

×

×

×

=

D

 
[image: image658.wmf].

sin

2

1

2

x

R

S

AOB

=

D

 Визначимо площу сегмента 
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Оскільки за умовою задачі площа сектора становить третину площі круга, то 
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 Це рівняння рівносильне такій системі рівнянь:
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  Розв’язання цієї системи здобудемо графічним способом:
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Виразимо за допомогою "Чотиризначних математичних таблиць" В. М. Брадіса 
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Будуємо дане коло. Проводимо радіус ОА. За допомогою транспортира будуємо центральний кут 
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 Проведемо хорду АВ. Будуємо другу хорду АС = АВ.
Відповідь: Таким способом побудовані хорди розділили круг на три рівновеликі частини.

Завдання для самостійної роботи:
Розв’язати рівняння:
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[image: image695.wmf].

4

5

1

  

,

4

5

1

n

arctg

n

arctg

p

p

+

-

+

+



[image: image696.wmf].

2

sin

2

1

cos

sin

2

4

4

x

x

x

=

+

 

Відповідь: 
[image: image697.wmf].

2

4

n

p

p

+



[image: image698.wmf].

4

1

cos

sin

6

6

=

+

x

x

  


Відповідь: 
[image: image699.wmf].

  

,

2

4

Z

n

n

Î

+

p

p



[image: image700.wmf].

5

cos

4

sin

3

=

+

x

x

   

Відповідь: 
[image: image701.wmf].

  

,

2

2

5

4

arcsin

Z

n

n

Î

+

+

-

p

p



[image: image702.wmf](

)

.

1

2

sin

cos

sin

2

-

=

+

+

×

x

x

x

  
Відповідь: 
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