Раздел 5

Рациональные уравнения
Актуализируем некоторые, опорные для данного раздела, математические понятия.

Функцией называется соответствие между двумя множествами Х и У, при

которой каждому элементу множества Х соответствует только один элемент множества У.
          Тот факт, что заданная функция записывается так: у = f
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аргумент, y – функция, f – закон соответствия. 

Область определения функции – это множество значений аргумента, при которых функция имеет смысл. Область определения обозначается Д(у ). 
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Значение аргумента, при котором значение функции равно нулю, называется корнем, или нулем функции. Функция 
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имеет пять нолей или пять корней: 
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Функция 
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 называется парной, если для всех значений аргумента х, принадлежащих ее области определения, выполняется равенство: 
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Функция 
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 парная, потому, что 
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График четной функции симметричен относительно оси ординат. 

Функция 
[image: image11.wmf](
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 называется нечетной, если для всех значений аргумента х, принадлежащих ее области определения, выполняется равенство: 
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График нечетной функции симметричен относительно начала координат. 


Функции бывают чётные, нечетные и общего вида, то есть такие, которые не относятся ни к четным, ни к нечетным. 


Функции классифицируют на две большие группы: алгебраические и неалгебраические то есть, трансцендентные. 
Функция называется алгебраической, если над ее аргументом выполняется конечное число алгебраических операций (сложение, вычитание, умножение, деление, возведение в степень и извлечение корня с натуральным показателем. 

Равенство с переменной, значение которой нужно найти, называется уравнением.

Алгебраические уравнения делятся на рациональные и иррациональные.
Рациональными называются такие алгебраические уравнения, в которых над аргументом выполняются алгебраические операции, кроме извлечения корня. Все остальные алгебраические уравнения называются иррациональными.
Например: 
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 рациональное уравнение, а уравнение 
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 является иррациональным. То значение аргумента, при якому рівняння перетворюється в правильну числову рівність, называется корнем уравнения. 
Целым рациональным уравнением называется уравнение вида 
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 целая рациональная функция степени п. 

При выборе уравнений для решения следует доминирующее место отвести тем из них, которые решаются во внеурочное время и в период довузовской подготовки, с тех разделов элементарной математики, углубленное изучение, которых предполагается программой по математике для студентов высших учебных заведений. 

Покажем несколько способов решения целых рациональных уравнений высших второй степени. Если уравнение сведено и члены его размещены по нисходящим степенями, то его можно решить таким способом: 
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Решение:

1). Ищем делители свободного члена уравнения, то есть числа 5. Это: –1; 1; –5; 5.

2). То из этих четырех чисел, которое превратит левую часть уравнения в ноль, посчитаем его корнем. Таковым является число 1, поскольку 
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3). Делим левую часть данного уравнения на двучлен х – 1: 
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4). Ищем целые корни уравнения 
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 предыдущим способом. 
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 делители свободного члена и только число –5 является корнем этого уравнения, поэтому
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5). Решаем квадратное уравнение 
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Ответ: 
[image: image36.wmf].
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Этот способ годится тогда, когда хотя бы один из корней уравнения является делителем его свободного члена и первый коэффициент равен единице. Если же первый коэффициент уравнения отличный от единицы, то иногда можно воспользоваться таким приемом. Найти рациональные корни уравнения: 4х
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Решение:

[image: image38.wmf](
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 Вводим замену 
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 тогда уравнение приобретает вид: 
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Воспользуемся предыдущим способом: 
[image: image41.wmf]{
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Поскольку все коэффициенты этого уравнения - положительные, то корни нужно искать среди отрицательных делителей числа 36, то есть, среди чисел: −1; −2; −3; −4; −6;−9;−12;−18;−36.
Обозначим 
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Испытываем отрицательные делители 36:  
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это означает, что у= –1 – не корень уравнения.
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это означает, что у= –2 – не корень уравнения. 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

   

,

0

126

126

36

18

9

108

81

36

3

6

3

3

4

3

3

2

3

4

=

-

=

+

-

+

-

=

+

-

×

+

-

+

-

×

+

-

=

-

F


это означает, что у= –3 – есть корень уравнения.  
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Возвращаясь к замене у=2х, находим х = 
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уравнения. Уравнение 
[image: image55.wmf]0

12

2

2

3

=

+

-

+

y

y

y

 целых корней не имеет, когда ни один из делителей числа 12 не превращает его в верное числовое равенство.
Ответ:  –1,5. 

Решить уравнение 4х
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 Замена 
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 корень уравнения, поскольку
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 Замена 2х=у;
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Уравнение 
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 действительных корней не имеет, потому, что 
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Значит, 
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Ответ: 1

Делители свободного члена:
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 Непосредственным испытанием убеждаемся, что 
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 корень этого уравнения, потому 
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– действительных корней не имеет, так как 
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Значит 
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Ответ: 0,5.
С множества рациональных уравнений целесообразно выделить симметричные уравнения, то есть такого вида: 
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При решении симметричных уравнений следует придерживаться такой последовательности:
1). Если показатель степени уравнения чётный, то есть, 
[image: image92.wmf],
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 то при делении на 
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 то есть на х в степени вдвое меньшем показателя уравнения, получим уравнение равносильное данному, которое в дальнейшем решается методом подстановки. 

2) если показатель степени уравнение не чётный, то есть 
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 сначала нужно непосредственным испытанием найти хотя бы один корень х1. 
Затем решать это уравнение как решали предыдущие. 
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Решение: 

 Это симметричное уравнение с нечетным показателем степени, непосредственным испытанием приходим к выводу, что 
[image: image96.wmf]-

-

=

1

x

 один из корней этого уравнения → 
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Обозначим 
[image: image110.wmf].
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 Возведем обе части этого равенства в квадрат: 
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Решим такую совокупность уравнений: 
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 Решим каждое уравнение совокупности.  
[image: image115.wmf] 
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Ответ: 
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Задания для самостоятельной работы:
Решить уравнение:

5.1. 
[image: image117.wmf];

0

12

3

=

+

x

  Ответ: 
[image: image118.wmf].

4

-


5.2. 
[image: image119.wmf];

0

5

2

1

=

-

x

  Ответ: 
[image: image120.wmf].

10


5.3. 
[image: image121.wmf](

)

;

3

2

4

7

5

6

2

x

x

x

-

×

+

=

-

+

  Ответ: 
[image: image122.wmf].

1


5.4. 
[image: image123.wmf](

)

;

1

2

5

5

25

,

1

2

3

8

2

2

3

+

-

+

×

=

-

-

-

x

x

x

x

  Ответ: 
[image: image124.wmf].

2


5.5. 
[image: image125.wmf];

0

6

2

=

x

  Ответ: 
[image: image126.wmf].

0


5.6. 
[image: image127.wmf];

81

9

2

=

x

  Ответ: 
[image: image128.wmf].

3

   

;

3

-


5.7. 
[image: image129.wmf];

3

27

2

=

x

  Ответ: 
[image: image130.wmf].

9

   

;

9

-


5.8. 
[image: image131.wmf];

0

36

2

=

-

x

  Ответ: 
[image: image132.wmf].

6

   

;

6

-


5.9. 
[image: image133.wmf];

0

5

5

2

=

-

x

  Ответ: 
[image: image134.wmf].

1

   

;

1

-


5.10. 
[image: image135.wmf];

0

32

2

2

=

+

x

  Ответ: 
[image: image136.wmf].

Æ


5.11. 
[image: image137.wmf];

0

9

2

=

-

x

x

  Ответ: 
[image: image138.wmf].

9

   

;

0


5.12. 
[image: image139.wmf];

0

7

2

2

=

+

x

x

  Ответ: 
[image: image140.wmf].

5

,

3

   

;

0

-


5.13. 
[image: image141.wmf];

0

16

8

2

=

+

+

x

x

  Ответ: 
[image: image142.wmf].

4

-


5.14. 
[image: image143.wmf];

0

12

7

2

=

-

-

x

x

  Ответ: 
[image: image144.wmf].

4

   

;

3


5.15. 
[image: image145.wmf];

0

4

4

3

2

=

-

-

x

x

  Ответ: 
[image: image146.wmf].

2

   

;

3

2

-


5.16. 
[image: image147.wmf];

0

2

7

6

2

3

=

-

-

+

x

x

x

  Ответ: 
[image: image148.wmf].

2

1

   

;

3

2

   

;

1

-

-


5.17. 
[image: image149.wmf];

0

1

2

2

2

3

2

3

4

=

-

-

+

-

x

x

x

x

  Ответ: 
[image: image150.wmf].

1

   

;

3

1

-


5.18. 
[image: image151.wmf];

0

36

6

10

10

2

2

3

4

=

+

+

+

x

x

x

x

  Ответ: 
[image: image152.wmf].

3

-


5.19. 
[image: image153.wmf];

0

5

,

2

5

,

4

5

,

13

5

,

12

3

2

3

4

=

+

+

-

-

x

x

x

x

  Ответ: 
[image: image154.wmf].

5

   

;

2

1

   

;

3

1

   

;

1

-


5.20. 
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5.21. 
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5.22. 
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5.24. 
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Есть много уравнений для которых наиболее рациональным способом решения является введение новой переменной. При этом нужно как можно больше членов включать в подстановку. 
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Решение:

Подстановка 
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 Данное уравнение будет иметь вид: 
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По теореме Виета: 
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 Решим такую совокупность уравнений: 
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Решить уравнение: 
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Решение:

Перемножим первый и четвертый и второй и третий сомножители: 
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Ответ: 
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Решим посложнее уравнение: 
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Решение:

Непосредственная подстановка показывает, что 
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Подстановка 
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 Тогда решим совокупность уравнений: 
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Ответ:   
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В уравнениях высших степеней вида 
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Решение:


[image: image189.wmf](

)

(

)

.

100

8

0

4

4

=

+

+

+

x

x

 Ищем среднее арифметическое чисел 0 і 8: 
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Вводим новую переменную 
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Решим совокупность уравнений: 
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Ответ: уравнение действительных корней не имеет. 

Решение уравнений типа: 
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 сводится к сложению и вычитанию таких выражений, которые дадут возможность выделить квадраты двучленов с последующим применением формулы разности квадратов. 

Решение:
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Задания для самостоятельной работы:
Решить уравнения:

5.25. 
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Уравнения вида 
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 целые рациональные функции, то называется рациональным уравнением. Классическая схема решения рациональных уравнений выглядит следующим образом:
1) правую часть уравнения превращают в ноль;

2) в левой части сводят все дроби к общему знаменателю;

3) после сведения подобных слагаемых используют условие равенства дроби нулю, то есть образуют систему из уравнения и неравенства;

4) проверяют, найдены ли корни образовавшегося уравнения, удовлетворяющие неравенство системы.

Например 
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Решение:
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Ответ: 
[image: image239.wmf].
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На наш взгляд, скорее к цели приводит такой способ решения

рациональных уравнений :
1) устанавливают О.Д.З. уравнения;
2) обе части уравнения умножают на общий знаменатель дробей уравнения;

3) решают целое рациональное уравнение;
4) проверяют принадлежность найденных корней О.Д.З.


Hешить уравнение:
[image: image240.wmf].
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Решение:

Находим О.Д.З. уравнения:
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О.Д.З. 
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Общий знаменатель дробей 
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Домножим обе части уравнения на общий знаменатель: 
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 Ответ: 
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Перейти к целому рациональному уравнению дает возможность и такой способ:
1) найти О.Д.З. уравнения;

2) более сложную часть уравнения свести к общему знаменателю;

3) используя основное свойство пропорции, получим целое рациональное уравнение.
Решить уравнение 
[image: image254.wmf].
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Решение:

Сводим левую часть уравнения к общему знаменателю, находим О.Д.З. 
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О.Д.З.: 
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По основному свойству пропорции, имеем 
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 Числа 0 і 6 принадлежат О.Д.З. 

Ответ: 0;  6.

Существуют такие рациональные уравнения, для решения которых необходимо применять не совсем традиционные способы: 
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Решение: 

О.Д.З.: 
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Образовалось квадратное уравнение относительно 
[image: image268.wmf].
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 тогда будем иметь такое квадратное уравнение: 

[image: image270.wmf];

0

1

2

5

1

2

48

20

2

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

-

×

-

+

×

+

x

x

y

x

x

y

 


[image: image271.wmf](

)

;

1

2

52

1

2

52

1

2

2704

1

2

400

1

2

2304

1

2

5

20

4

1

2

48

2

2

2

2

2

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

-

×

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

D



[image: image272.wmf]20

1

2

26

1

2

24

20

2

1

2

52

1

2

48

1

-

+

×

-

-

+

×

-

=

×

-

+

×

-

-

+

×

-

=

x

x

x

x

x

x

x

x

Y

;     
[image: image273.wmf].

20

1

2

26

1

2

24

2

-

+

×

+

-

+

×

-

=

x

x

x

x

Y


Возвращаемся к подстановке: 
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Используем основное свойство пропорции 
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Ответ: 
[image: image276.wmf]3
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; 3.
Не меньший интерес представляет собой решение такого уравнения:
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Решение:

Избавимся отрицательных показателей степеней:  
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  О.Д.З.: 
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 выполним группировки членов уравнения 
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 Замена 
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 Образовалось уравнение третьей степени: 
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 Это уравнение равносильно такой совокупности уравнений:
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        Ответ: 
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Несколько специфически решается следующее упражнение.                                                 
При каких значениях А, В и С верное равенство
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[image: image290.wmf]
Решение:

Сведем правую часть равенства к общему знаменателю и преобразуем ее: 


[image: image291.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

2

3

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

1

1

2

1

2

1

2

2

1

1

1

2

3

2

2

2

3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

+

-

-

+

+

+

-

+

+

=

+

-

+

+

+

-

+

+

+

-

+

+

=

=

+

-

×

+

-

+

+

+

-

+

+

=

-

×

+

-

+

+

+

-

+

+

=

=

-

×

+

-

+

+

+

+

+

-

=

-

×

+

-

-

+

×

+

+

×

+

+

-

×

=

=

-

×

+

-

×

+

×

+

+

×

+

-

×

=

-

+

-

+

+

x

x

C

B

A

x

C

A

B

x

C

A

x

x

x

x

x

C

B

A

x

C

A

B

x

C

A

x

x

x

C

B

A

x

C

A

B

x

C

A

x

х

C

B

A

x

C

A

B

x

C

A

x

х

C

Cx

Cx

B

Bx

A

Ax

Аx

x

х

x

x

x

C

x

B

x

x

А

x

х

x

x

C

x

B

x

А

x

С

х

В

х

А

 Поменяем местами левую и правую часть этого равенства:
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Поскольку эти дроби равные, равные их знаменатели, то равные и числители. Коэффициенты при равных степенях переменных тоже равные, то есть:
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Добавим уравнения (2) і (3):   
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Ответ: А=1,  В=2,  С=0.
Умным подходом к решению уравнений типа:   
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  считаем следующий способ:
Решение:

Найдем О.Д.З. уравнения:  
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    Соберем все члены уравнения в левой его части.
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Сгруппируем по два те члены уравнения, знаменатели которых сопряженные выражения:
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Каждую пару выражений в скобках сведем к общему знаменателю:
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Введем новую переменную: 
[image: image305.wmf].
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Используем условие равенства дроби нулю: 
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Возвращаемся к подстановке:  
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Ответ: 
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Немножко не так начинается решения очень схожего с предыдущим уравнением. 
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Решение:

О.Д.З.: 
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  Выполним такие преобразования: 
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После сокращения получим: 
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 По основныму свойству пропорции имеем:
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    Ответ: 
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Решить уравнение: 
[image: image334.wmf].
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Решение:

Из анализа конструкции уравнения видно, что 
[image: image335.wmf],
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Вводим новую переменную:
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Тогда уравнение приобретает вид: 
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Возвращаясь к замене получим: 
[image: image346.wmf]ê
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Ответ: 
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Решить уравнение: x
[image: image349.wmf](
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Решение:
Анализ этого уравнения показывает, что О.Д.З. есть 
[image: image350.wmf](
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В левой части уравнения выделим полный квадрат двучлена: 
[image: image351.wmf](
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[image: image352.wmf],
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  Подстановка: 
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Имеем уравнение: 
[image: image356.wmf],
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 по теореме Виета: 
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Возвращаясь к подстановке имеем совокупность уравнений: 


[image: image358.wmf] 
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Ответ: −1;   2.
Решить уравнение: 
[image: image359.wmf].
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Решение:

О.Д.З.: 
[image: image360.wmf].
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 Выделим квадрат двучлена: 
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[image: image363.wmf].
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Подстановка: 
[image: image364.wmf].

2

y

x

x

=

+

  Образовавшееся квадратное уравнение: 
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 решим по теореме Виета. 
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Ответ:   
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Решить уравнение: 
[image: image372.wmf].
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Решение:

О.Д.З.: 
[image: image373.wmf].
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Испытанием установим, что −1 корень этого уравнения. 
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Образовалось симметричное уравнение: 
[image: image383.wmf];
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Замена: 
[image: image387.wmf];
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Ответ: 
[image: image392.wmf].
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Двучленные уравнения
 Целое рациональное уравнение вида Ах
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Например, 3
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0

16

8

=

+

×

х

 
[image: image398.wmf].
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Тогда данное уравнение приобретает вид: 
[image: image399.wmf].
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Это уравнение, а значит и исходное, действительных корней не имеет.

Ответ: 
[image: image400.wmf].
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Трёхчленные уравнения
Целое рациональное уравнение вида: 
[image: image401.wmf],
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[image: image403.wmf],
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 такое уравнение называется трехчленным. Путем введения новой переменной 
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 приводит к квадратному уравнению: 
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 По теореме Виета имеем: 
[image: image408.wmf].
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 Возвращаясь к замене, получим совокупность уравнений: 
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, действительных корней не имеют. 
Ответ: 2 і 3.
Задания для самостоятельной работы:
Решить уравнения: 

5.36. 
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5.37. 
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   Ответ: 
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5.38. 
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   Ответ: 
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5.39. 
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   Ответ: 
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Ответ: 
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5.41. 
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  Ответ: 
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5.42. 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
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5.48. 
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5.50. 
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5.51. 
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Диофантовы уравнения
Среди алгебраических уравнений с рациональными коэффициентами часто встречаются диофантовы уравнения. Удобным для их распознавания есть такое понятие системы диофантовых уравнений: это такая система алгебраических уравнений с рациональными коэффициентами, которая содержит переменных больше, чем самих уравнений. Следуя такой логике, можно сказать, что диофантово уравнение это такое алгебраическое уравнение с рациональными коэффициентами, в котором переменных больше одной. Диофантовы уравнения решаются только во множественном числе целых чисел. Их можно решать таким способом, который целесообразно назвать выражением одной переменной через другую:
1). Выразить одну переменную через другую;

2). Выбирать значение второй переменной так, чтобы первая переменная принимала целые значения.
Найти все целые решения уравнения:
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Решение:
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Из анализа этого выражения видно, что 
[image: image448.wmf]y

 принимает целые значения, когда целым является выражение 
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Найти все целые неотрицательные решения уравнения:   
[image: image455.wmf].
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Решение:

Представим число 
[image: image456.wmf]1984

 в виде суммы двух слагаемых, одно из которых кратно числову 19, а второе – 84.  
[image: image457.wmf]84

1900

1984

+

=

 и над заданным диофантовым уравнением осуществим преобразования, которые дают возможность найти все его целые решения: 
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Это выражение является целым, при 
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 все цели решения уравнения. Для нахождения целых неотрицательных решений этого уравнения решим такую систему неравенств:
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 Поскольку 
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 Подставляя эти значения k в выражение всех целых решений, получим неотъемлемые целые решения 
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[image: image476.wmf](
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Нередко встречаются задачи, решение которых основывается на диофантовых уравнениях: 
Найти все положительные трехцифровые числа, которые при делении на 37 дают остаток 2, а при делении на 11 – остаток 5. 

Решение:

Пускай 
[image: image477.wmf]-
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 искомое число. Согласно условию задачи оно может быть записано в виде: 
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 Поскольку в задачи идет речь об одном и том же числе х, то можно составить диофантовое уравнение  
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 это выражение приобретает целые значения при 
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Это выражение приобретает целые значения при 
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[image: image494.wmf]-
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 формула всех положительных чисел, удовлетворяющих условиям задачи. С этого множества чисел необходимо выбрать только трехцифровие: при 
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      при  
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      при 
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 четырех цифровое число. 
Ответ: 335; 742.

Второй способ решения диофантовых уравнений можно назвать способом разложения левой части уравнения на множители. Он заключается в том, что: 



1). Правую часть уравнения делают целым числом;




2). Левую часть уравнения раскладывают на множители;




3). Заменяют образовавшееся уравнение совокупностью систем простых уравнений.
Например, решить уравнение в целых числах: 
[image: image501.wmf].
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Решение:

Члены, содержащие переменные переносим левую часть 
[image: image502.wmf].
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Добавим к обеим частям уравнения число 2, а затем левую его часть разложим на множители: 
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[image: image504.wmf](
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   Поскольку число 1993 – простое, то его можно представить в виде произведения только двумя способами: 
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. На множестве целых чисел диофантово уравнение (А) равносильно совокупности таких систем уравнений: 
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Ответ: (3; 1994),  (1995; 2),  (1; −1992),  (1991; 0).
Найти цели решения уравнения: 
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Решение:
Домножим обе части уравнения на 3:   
[image: image510.wmf].
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К обеим частям уравнения добавим число 25:   
[image: image511.wmf];
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[image: image513.wmf](
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Это уравнение равносильно совокупности таких систем уравнений:
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Ответ: (−4;  3),  (4;  −5),  (−6;  −7).
Третий способ решения диофантовых уравнений имеет название локализации. Его суть заключается в том, что используя особенности уравнения, локализуют множество, на которой могут содержаться значения его а потом непосредственной проверкой находят их.
Решить уравнение в целых числах:  
[image: image515.wmf].
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Решение:

Выражение 3х
[image: image516.wmf]0
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 Разделив обе части неравенства на 5, получим у
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 EMBED Equation.3  [image: image519.wmf].
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 Поскольку 3х
[image: image520.wmf]2

 делится на 3 и 345 делится на 3, то 5у
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делится на 3, тоесть у
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делится на 3, а потому  делится на 3.На промежутке локализации 
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Подставляем в исходное уравнение вместо значения у числа 0; 3; 6. 
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Получим два решения (10; 3), (−10; 3). 
Комбинируя знаки в этих решениях будет еще два решения  (10; −3), (−10; −3).  

Ответ:  (10; 3), (−10; 3), (10; −3), (−10; −3). 

Решить уравнение: x+y=x
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Решение:

Выполним тождественные преобразования над этим уравнением: x
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Сгруппируем некоторые члены уравнения 
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Образовалось квадратное уравнение относительно х. Оно имеет действительные корни тогда когда его дискриминант неотъемлемый, то есть 
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Промежуток локализации 
[image: image546.wmf].
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Целые решения неравенства: 0,1; 2. 

Подставляя найденные значения у в исходное уравнение найдем соответствующие значения х:
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 (1; 2), (2; 2).

Ответ: (0; 0), (1; 0), (0; 1), (2; 1), (1; 2), (2; 2).
Решить уравнение: 
[image: image550.wmf];
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Решение:

О.Д.З.:  
[image: image551.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image552.wmf] По основному свойству прогрессии имеем: 
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;   Это уравнение имеет действительные корни тогда, когда 
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Промежуток локализации: 
[image: image565.wmf].
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Целые числа с этого промежутка 
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Подставляем их в исходное уравнение: 
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Диофантовое уравнение имеет только два целых решения (5; 4),  (4; 5).
Ответ: (5; 4),  (4; 5).
Мы рассмотрели только три способа решения диофантовых уравнений. На самом деле их значительно больше. Системы диофантовых уравнений можно решать тремя вышеупомянутыми способами.

Решить систему уравнений в целых числах: 
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Решение:

Левую часть первого уравнения системы можно преобразовать так: 
[image: image596.wmf](
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Тождественное преобразование второго уравнения системы 
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Учитывая эти факторы, исходную систему уравнений можно заменить системой, равносильной ей, то есть, 
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Образовалась система диофантовых уравнений:
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(А).  
Первое уравнение этой системы равносильно такой совокупности систем:
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Подставляя найденные значения у и z во второе уравнение системы (А), получим соответствующие значения х:    х=4+8−3=9
         (9; 4; 8),







х=8+4−3=9
         (9; 8; 4),






х=2−2−3=−3        (−3; 2; −2),







х=−2+2−3=−3      (−3; −2; 2).
Ответ: (−3; −2; 2),  (−3; 2; −2),   (9; 8; 4),  (9; 4; 8).

Многие задачи решаются с помощью диофантовых уравнений значительно проще, чем традиционными способами.
Сумма номеров домов одного квартала по одной стороне улицы равна 235. 

Указать номера домов этого квартала.
Решение:
Поскольку число 235 нечетное то номера домов этого квартала выражаются 

нечетными числами. Пусть номер первого дома выражается числом 
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1

2

+

x

 а последнего 
[image: image610.wmf].

1

2

  

-

-

y

 вычислим сумму п первых нечетных натуральных чисел 1+3+5+…+(2п−1). Этот ряд представляет собой арифметическую прогрессию с первым членом 
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 и количеством членов п. Ее сумма 
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Если по одной стороне находится х домов, то их сумма согласно (А)
[image: image615.wmf].

2

x

=

 Если их есть у домов, то их сумма 
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Диофантово уравнение. 
[image: image618.wmf]1

2

+

x

 та 
[image: image619.wmf]-

-

1

2

y

 “генераторы” нечетных чисел, функции от переменных
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 и у. Уравнение 
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 равносильно такой совокупности систем уравнений:

[image: image622.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

Ï

-

=

-

=

=

î

í

ì

=

+

=

î

í

ì

=

+

=

-

î

í

ì

=

=

î

í

ì

-

=

=

î

í

ì

=

+

=

î

í

ì

=

+

=

-

î

í

ì

Ï

-

=

-

=

=

î

í

ì

=

+

=

î

í

ì

=

+

=

-

î

í

ì

=

=

î

í

ì

-

=

=

î

í

ì

=

+

=

î

í

ì

=

+

=

-

.

21

26

5

,

26

         

.

5

,

52

2

       

.

5

,

47

.

21

,

26

        

.

26

47

,

26

       

.

47

,

52

2

       

.

47

,

5

117

118

1

,

118

         

.

1

,

236

2

      

.

1

,

235

.

117

,

118

    

.

118

235

,

118

     

.

235

,

236

2

      

.

235

,

1

N

x

y

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

y

x

y

x

y

x

y

N

x

y

x

y

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

y

x

y

x

y


Найдя значение аргумента можно найти соответствующие значения функции 
[image: image623.wmf].
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 Поскольку номера домов представляют собой арифметическую прогрессию с разностью 2, то их последующие четыре номера такие: 43+2=45, 45+2=47, 47+2=49, 49+2=51.
Ответ: может быть один дом с номером 235, или пять домов с номерами: 43, 45, 47, 49, 51.
Задача: В двух коробках находятся орехи. Если с первой переложить во вторую 100 орехов, то во второй коробке будет орехов вдвое больше, чем у первой. Если же наоборот, с другой коробки переложить в первую несколько орехов, то в первой будет в 6 раз больше, чем во второй. 
Какое наименьшее число орехов возможно в первой коробке?

Сколько в этом случае орехов во второй коробке?

Решение:

Пускай х – число орехов в первой коробке, у – число орехов во второй коробке, 
[image: image624.wmf]-
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 число орехов, которые перевели из второй коробки в первую, тогда 
[image: image625.wmf](
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 орехов стало в первой коробке после того, как с нее взяли 100 орехов. 
[image: image626.wmf](
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орехов стало во второй коробке после того, как в нее переложили 100 орехов. 
Согласно условию задачи составляем уравнение 
[image: image627.wmf](
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[image: image628.wmf](
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орехов стало во второй коробке, когда с нее взяли 
[image: image629.wmf]z

 орехов. 

[image: image630.wmf](
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 орехов стало в первой коробке когда в нее положили 
[image: image631.wmf]z

 орехов. 
Согласно условию задачи составляем уравнение 
[image: image632.wmf](
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Значения переменных должны удовлетворять уравнения (1) и (2), а потому они должны удовлетворить такую систему диофантовых уравнений: 
[image: image633.wmf](
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[image: image641.wmf](
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Из второго уравнения системы следует, что наименьшим целым значением х есть число, которое образуется при 
[image: image643.wmf],
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При этом 
[image: image647.wmf].
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 170 – наименьшее целое число орехов в первой корзине. Число орехов во второй корзине 
[image: image648.wmf].
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Ответ: 170 орехов, 40 орехов. 
Задания для самостоятельной работы:
Найти все целые решения уравнения:

5.52. 
[image: image649.wmf].
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  Ответ: 
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5.53. 
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  Ответ: 
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5.54. 
[image: image653.wmf].
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  Ответ: 
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Найти все целые неотрицательные решения уравнений: 

5.55. 
[image: image655.wmf].
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  Ответ: 
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5.56. 
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  Ответ: 
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5.57. 
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Решить в натуральных числах системы уравнений: 
5.58. 
[image: image661.wmf](
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  Ответ: (2; 1; 1).

5.59. 
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      Ответ: (1; 1; 1), 
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5.60. 
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            Ответ: 
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Решить задачи:

5.61. Найти двузначное число, которое вдвое больше произведения его цифр.     

Ответ: 36.

5.62. Какое наибольшее количество комплектов шахмат по 5 и 8 гривен можно приобрести за 103 грн.? 

Ответ: 1 комплект за 8 грн. и 19 комплектов по 5 грн., всего 20 комплектів.

5.63. Масса 100 гирек, которые находятся в одной куче, равна 500 граммов. Известно, что там есть только гирьки по 1 грамму, 10 грамм и 50 грамм.

Сколько в сочетании гирек каждой массы?

Ответ: 60, 39 и 1.

5.64. Петька на 3 года старше Кольки, и на 6 лет за Ваську. Произведение возрастов Тарасика и Кольки на 9 больше произведения возрастов Петьки и Васьки.

На сколько лет Петька старше чем Тарасик?

Ответ: на 3.
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