Раздел 21

Арифметическая прогрессия
Числовая последовательность - это переномерованный ряд цифр, расположенных в порядке возрастания номеров их мест. Числа в последовательности называются - ее членами. 
Арифметическая прогрессия - это числовая последовательность, каждый член которой, начиная со второго, равен предыдущему, к которому прилагается - одно и то же число d.
Удобно обозначать арифметическую прогрессию 
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 разность арифметической прогрессии.

Чтобы задать арифметическую прогрессию, достаточно указать ее первый член 
[image: image4.wmf]1
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 и разность d.

Характеристическое свойство арифметической прогрессии: каждый член, начиная со второго, является средним арифметическим предыдущего и последующего членов, то есть 
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Формула 
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Формула суммы 
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 членов арифметической прогрессии:
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Очень ценное свойство членов арифметической прогрессии: суммы членов равноудаленных от концов арифметической прогрессии, равны между собой, то есть
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Дано: 
[image: image11.wmf].

7

 

,

3

2

1

=

=

a

a


Найти: 
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 і 
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Решение:

Найдем разницу прогрессии: 
[image: image14.wmf],

1

2

a

a

d

-

=

  
[image: image15.wmf].

4

3

7

=

-

=

d


С требования задачи следует, что 
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По формуле
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 имеем: 
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Ответ: 
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Дано: 
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 Найти 
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Решение:
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Ответ: 
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Решение:


[image: image37.wmf](

)

.

1

1

-

+

=

n

d

a

a

n

 

Применим ее до седьмого члена 
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Ответ: 
[image: image52.wmf].

27

 

;

3


Дано 
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf],
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Решение:
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 Поскольку 
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 должны удовлетворять условия заданной задачи, то можно создать такую систему уравнений:
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 не удовлетворяет условие задачи, потому что 
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Ответ: 
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Между числами 17 и 32 вставить пять таких цифр, чтобы они вместе с данными числами образовали арифметическую прогрессию.

Решение:

Пусть 
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По формуле
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Ответ: 19,5; 22; 24,5; 27; 29,5.
Дано 
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 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf].
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Решение:

Члены 
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 - равноудалены от концов 
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, содержащий 20 членов. Аналогично можно утверждать и о 
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 Найдем 
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Ответ: 100.
Доказать, что последовательность, заданная формулой 
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 является арифметической прогрессией.

Решение:

Предыдущий член этой последовательности 
[image: image107.wmf](
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 Следующий член последовательности 
[image: image108.wmf](
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Найдем среднее арифметическое предыдущего и последующего членов этой последовательности:
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Положение о характеристическом свойстве прогрессии приемлемое в некоторой арифметической прогрессии приемлемое данной последовательности 
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Дано: 
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Решение:
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 должны удовлетворять такие в условии задачи уравнения, а поэтому они должны удовлетворить такую систему уравнений:
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Используя формулу 
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Ответ: 
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Найти сумму всех двузначных чисел.

Решение:

Имеем 
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Ответ: 
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Решение:

Очевидно, члены этого уравнения являются членами арифметической прогрессии, потому 
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Ответ: 
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Найти 
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 арифметической прогрессии, сумма 
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 первых членов которой задана формулой 
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Решение:

Найдем сумму одного члена 
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Значение суммы одного члена прогрессии совпадает со значением первого члена, то есть 
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Вычислим сумму двух членов 
[image: image171.wmf].

32

2

6

2

5

2

2

=

×

+

×

=

S



[image: image172.wmf];

2

1

2

a

a

S

+

=

 
[image: image173.wmf];

1

2

2

a

S

a

-

=

 
[image: image174.wmf].

21

11

32

2

=

-

=

a


Разность прогрессии: 
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Ответ: 
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Доказать, что сумма 
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 первых нечетных чисел натурального ряда равна квадрату их количества.

Доведення
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Поскольку 
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 то имеем сумму членов арифметической прогрессии с 
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 и количество членов 
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По формуле
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 что и требовалось доказать.

Геометрическая прогрессия
Геометрическая прогрессия - это числовая последовательность, первый член которой отличен от нуля, а каждый следующий, начиная со второго, равен предыдущему, умноженному на одно и то же число, не равное нулю. Обозначается 
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Отношение любого члена 
[image: image190.wmf]×
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 к своему предыдущему члену называется знаменателем прогрессии 
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Характеристическое свойство геометрической прогрессии:

Каждый член 
[image: image192.wmf]×
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, начиная со второго является средним геометрическим между 
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Формула 
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первый член, 
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Формулы суммы 
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Произведение членов 
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, равноудаленных от ее концов, есть величина постоянная, то есть, 
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Дано 
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Решение:

По формуле
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Ответ: 
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Решение:
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Ответ: 
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Решение:

Решим следующую систему уравнений:
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Выразим члены 
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Разделим уравнение (2) на (1):
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По формуле
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Ответ: 
[image: image249.wmf].
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Найти четыре числа, которые образуют геометрическую прогрессию, если первое число больше второго на 
[image: image250.wmf]36

, а третье больше четвертого на 
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Решение:

Согласно условию задачи 
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36

2

1

=

-

b

b

 
[image: image253.wmf];

36

36

1

2

1

+

×

=

+

=

q

b

b

b

 
[image: image254.wmf],

4

4

3

=

-

b

b

 
[image: image255.wmf];

4

4

3

+

=

b

b

 
[image: image256.wmf];

4

3

1

2

1

+

×

=

×

q

b

q

b

 
[image: image257.wmf];

4

3

1

2

1

=

×

-

×

q

b

q

b

 
[image: image258.wmf](

)

.

4

1

1

=

-

×

×

q

q

b

 

Рассмотрим такую систему уравнений: 
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Разделим (2) на (1):
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Если 
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Тогда 
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Если 
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Ответ: 
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Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия
Геометрическая прогрессия называется бесконечно убывающей, если ее знаменатель 
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Сумма ее членов 
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первый член 
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Некоторые применения Б.У.Г.П:

Б.У.Г.П – безконечно убывающая геометрическая прогрессия;
Дано 
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Решение:

Найдем знаменатель 
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По формуле
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Ответ: 
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Превратить десятичную периодическую дробь 
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Решение:

Этот дробь можно представить в виде:
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По формуле
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Ответ: 
[image: image293.wmf].
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Задача. В равносторонний треугольник со стороной 
[image: image294.wmf]b

 вписан новый треугольник так, что его вершинами являются середины сторон данного треугольника; в этот треугольник таким же способом вписано новый треугольник и т.д.

Доказать, что последовательность площадей образованных треугольников представляет собой Б.У.Г.П и Найти сумму этих площадей.

(Б.У.Г.П – безконечно убывающая геометрическая прогрессия)

Решение:
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Поскольку постоянная величина и меньше 
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Сумма площадей треугольников 
[image: image303.wmf].
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Ответ: 
[image: image304.wmf].
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Арифметическая и геометрическая прогрессии
Решение задач, в которых одновременно фигурируют арифметическая и геометрическая прогрессии, составляют определенные трудности. Предотвратить трудности можно, если осуществить такую пропедевтическую работу:


1) при каком условии числа 
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 образуют арифметическую прогрессию?


Ответ: три числа образуют 
[image: image306.wmf]¸

 тогда, когда 
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2) при каком условии числа 
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 образуют геометрическую прогрессию?


Ответ: три числа образуют 
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3) если в задаче идет речь о 
[image: image311.wmf]¸

 и 
[image: image312.wmf]×
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, то обозначения неизвестных необходимо вводить только через члены одной из них.

Задача. Три числа, в сумме дают 21, составляют арифметическую прогрессию.

Если к этим числам добавить соответственно 2, 3 и 9, то получим геометрическую прогрессию. Найти эти числа.

Решение
Первое условие задачи запишем так:


[image: image313.wmf]¸
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Если к этим трем членам 
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 соответственно добавить числа 2, 3 и 9, то получим числа:
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 которые образуют геометрическую прогрессию. На основе характеристического свойства 
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 Используя равенство (1), заменим 
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По теореме Виета 
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Добавляя к этим числам 2; 3; 9 должны получить 
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Они являются членами геометрической прогрессии, потому что 
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Характеристическое свойство 
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Ответ: 
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Полезным является и такой совет: если в одной прогрессии заданные последовательные члены, а во второй - не последовательны, то неизвестные надо обозначать через члены второй прогрессии.

Задача. Три числа, сумма которых равна 114, последовательные члены геометрической прогрессии или 1-ый, 4-ый и 25-ый члены арифметической прогрессии. Найти эти числа.

Решение:

Пусть 
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 первый член и разность арифметической прогрессии, тогда 
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Согласно условию задачи составляем уравнение:
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 EMBED Equation.3  [image: image364.wmf](
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С другой стороны, эти же числа являются последовательными членами геометрической прогрессии, тогда
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  Используя равенство (1), будем иметь: 
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 не удовлетворяет условие задачи.
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 (см. уравнение (1))
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Ответ: 
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Задача. Четыре числа составляют арифметическую прогрессию. Если от них отнять соответственно числа 2; 6; 7; 2, то получим числа, образующие геометрическую прогрессию. Найти эти числа.

Решение:

Обозначим неизвестные числа как члены геометрической прогрессии: 
[image: image381.wmf]-
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первый член, 
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знаменатель 
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второй член, 
[image: image385.wmf]-

×

2

1

q

b

третий член, 
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четвертый член. Добавив к ним соответственно числа 2; 6; 7; 2, получим члены арифметической прогрессии:
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Используя дважды характеристическое свойство арифметической прогрессии, получим следующую систему уравнений:
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Разделим (2) на (1): 
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Подставим значение 
[image: image401.wmf]q

 в уравнение (1):
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Ответ: 
[image: image408.wmf].
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Задача. Найти арифметическую и геометрическую прогрессии, если известно, что первый, третий и одиннадцатый члены арифметической прогрессии в два раза больше первого, третьего и пятого членов геометрической прогрессии, а сумма первых членов арифметической прогрессии равна 40.

Решение:

Пускай 
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 и первый член и разность 
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Согласно условию задачи 
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Можно создать такую систему уравнений:
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Ведь 
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Так как 
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 члены, равноудаленные от концов арифметической прогрессии, то 
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Подставляя (1) в (2), (3), (4) получим систему трех уравнений:
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Из уравнения (7)  имеем 
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Подставляя (7) в (5) и (6) с учетом (8), получим:
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Подставим (9) в (10):
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 Из уравнения (9) имеем:
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По теореме Виета 
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Если 
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Найдем знаменатель 
[image: image458.wmf]q

 из уравнения (5):
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Ответ: 
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Найти четыре числа, из которых первые три образуют арифметическую, а три последних - геометрическую прогрессию. Сумма двух крайних чисел равна 37, а сумма двух средних - 36.

Решение:

Обозначим 
[image: image481.wmf]-

x

 первое число, 
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 второе число. Тогда 
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 третье число.
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 арифметическая прогрессия.

По характеристическому ее свойству имеем:
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По условию задачи составляем второе уравнение:
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 геометрическая прогрессия.
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Из уравнений (1) и (2) образуем систему:
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Ответ: 
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Задача. Найти сумму первых членов арифметической прогрессии, если 
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Решение:

Найдем первый и второй член прогрессии:
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Ответ: 
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Доказать, что если 
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 образуют арифметическую прогрессию, то числа 
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 также составляют арифметическую прогрессию.

Решение:

По свойству членов арифметической прогрессии:
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 Сведем дроби в левой и правой частях уравнения к общим знаменателям:
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это характеристическое свойство арифметической прогрессии, то есть числа 
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 образуют арифметическую прогрессию.

Задания для самостоятельной работы:
Дана 
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 Известно значения трех величин. Найти две другие.
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Ответ: 10.
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Ответ: 7.
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Ответ: 15.
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Найти первый член и разность 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Между числами 1 и 16 вставить три таких числа, чтобы они вместе с данными числами образовали геометрическую прогрессию.

Ответ: 1; 2; 4; 8; 16.

Н.С.Г.П: 
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 Найти сумму.
Ответ: 2.
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Ответ: 
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В круг радиусом а вписано квадрат. В квадрат вписан круг; в круг - квадрат и т.д. 

Найти сумму площадей всех кругов и сумму площадей всех квадратов.

Ответ: 
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Задача. Написать три первых члена арифметической прогрессии, в которой сумма произвольного числа членов задана формулой 
[image: image672.wmf].
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Ответ: 2; 16; 30.

Задача. Сумма трех чисел, которые образуют арифметическую прогрессию равна 15. Если к ним добавить соответственно числа 1, 4 и 19, то получим три числа, которые образуют геометрическую прогрессию. Найти эти числа.

Ответ: 2; 5; 8 і 26; 5; 
[image: image673.wmf].
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Задача. Сумма трех чисел, которые являются последовательными членами арифметической прогрессии, равна 21. Если второе число уменьшить на единицу, а третье увеличить на единицу, то образуется три последовательных члены геометрической прогрессии. Найти эти числа.

Ответ: 3; 7; 11 и 12; 7; 2.

При каких значениях 
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 являются последовательными членами арифметической прогрессии?

Ответ: 
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